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 2 [MAT 363] 
...3/- 
 
1. (a) A parallel system functions if at least one of its components works. Consider a 
parallel system of n components and suppose that all components are independent 
of one another and each component works with probability 1
2
. Find the 
conditional probability that component 1 works given that the system is 
functioning.   
 [20 marks] 
  
(b)Let X and Y be independent binomial random variables with parameters 1n , p and 
2n , p respectively. Use the moment generating function (mgf) method to find the 
distribution of X + Y. 
           [20 marks] 
 
(c) Let the random variables (X, Y) have the joint density function f(x, y) = 2(x + y), 0 
≤ x ≤ y ≤ 1, and zero elsewhere. 
 (i)  Find the conditional density function of X given Y = y. 
 (ii) Find E(X|Y = y). 
  (iii) Use the answer in (ii) to find E(X). 
               [40 marks] 
 
  (d) Let X be a binomial random variable with probability mass function (pmf),  
        ( ) ( )1 n xx
n
P X x p p
x
− = = − 
 
, for x = 0, 1, 2, …, n and 0 ≤ p ≤ 1. Find the pmf of   
        Y = aX + b, where a and b are constants. 
         [20 marks] 
 
 
1. (a)Suatu sistem selari berfungsi jika sekurang-kurangnya satu daripada 
komponennya berjalan. Pertimbangkan suatu sistem selari dengan n komponen 
dan andaikan bahawa semua komponen adalah tak bersandar antara satu sama 
lain dan setiap komponen berjalan dengan kebarangkalian 1 .
2
Cari 
kebarangkalian bersyarat komponen 1 berjalan diberikan sistem itu berfungsi.     
[20 markah] 
 
(b) Biarkan X dan Y sebagai pembolehubah-pembolehubah rawak binomial, masing-
masing dengan parameter 1n , p dan 2n , p. Gunakan kaedah fungsi penjana 
momen (fpm) untuk mencari taburan X + Y. 
[20 markah] 
 
(c)Biarkan pembolehubah-pembolehubah rawak (X,Y) mempunyai fungsi ketumpatan 
tercantum f(x, y) = 2(x + y), 0 ≤ x ≤ y ≤ 1, dan sifar di tempat lain. 
 (i) Cari fungsi ketumpatan bersyarat X diberi Y = y. 
 (ii) Cari E(X|Y = y). 
 (iii) Gunakan jawapan dalam (ii) untuk mencari E(X). 
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         [40 markah] 
 
(d)Biarkan X sebagai pembolehubah rawak binomial dengan fungsi jisim 
kebarangkalian (fjk), ( ) ( )1 n xx
n
P X x p p
x
− = = − 
 
, untuk x = 0, 1, 2, …, n dan 0 
≤ p ≤ 1. Cari fjk untuk Y = aX + b, yang mana a dan b adalah pemalar. 
         [20 markah] 
 
 
2. (a) Let 1 2 3, ,X X X  and 4X  be independent random variables that have an identical 
( )20,N σ  distribution. Find the distribution of ( )
( ) ( )
3 4
2 2
1 2 1 2
2 X X
X X X X
+
+ + −
  using 
theorem.    
  [30 marks] 
 
 (b) Let nW  represent a random variable with mean µ and variance p
b
n
, where p > 0, 
and µ and b are constants (not functions of n). Prove that nW  converges in 
probability to µ. 
         [20 marks] 
 
(c) Let nX  have a gamma distribution with parameters α and β. Let nn
XY
n
= . Find 
the limiting distribution of nY  using the moment generating function method.    
[20 marks] 
 
(d) Let the density function of X be ( ) 1Xf x = , 0 < x < 1, zero elsewhere and the 
density function of Y be ( ) yYf y e−λ= λ , 0 < y < ∞, zero elsewhere. Assume that X 
and Y are independent. Find the density function of X + Y using the transformation 
of random variables technique. 
[30 marks] 
 
 
2.  (a) Biarkan 1 2 3, ,X X X  dan 4X  sebagai pembolehubah rawak tak bersandar yang 
mempunyai taburan ( )20,N σ  secaman. Cari taburan untuk 
( )
( ) ( )
3 4
2 2
1 2 1 2
2 X X
X X X X
+
+ + −
 dengan menggunakan teorem. 
           [30 markah] 
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  (b) Biarkan nW  mewakili suatu pembolehubah rawak dengan min µ dan varians p
b
n
, 
yang mana p > 0, dan µ dan b adalah pemalar (bukan fungsi n). Buktikan 
bahawa nW  menumpu secara kebarangkalian kepada µ.    
         [20 markah] 
 
(c) Biarkan nX  mempunyai taburan gama dengan parameter α dan β. Biarkan 
n
n
XY
n
= . Cari taburan penghad untuk nY  dengan menggunakan kaedah fungsi 
penjana momen. 
[20 markah] 
 
(d) Biarkan fungsi ketumpatan untuk X sebagai ( ) 1Xf x = , 0 < x < 1, sifar di tempat 
lain dan fungsi ketumpatan untuk Y sebagai ( ) yYf y e−λ= λ , 0 < y < ∞, sifar di 
tempat lain. Andaikan bahawa X dan Y adalah tak bersandar. Cari fungsi 
ketumpatan untuk X + Y dengan menggunakan teknik transformasi pembolehubah. 
[30 markah] 
 
 
3. (a) Let the random variable X have the density function ( ) ( ) 1; , xf x x e αα− −λλ α = λα , 
x > 0, λ > 0, α > 0. If α is known, find the maximum likelihood estimator of λ 
based on a random sample of size n. 
 [20 marks] 
 
 (b) Let 1 2, ,..., nX X X  be a random sample from the Poisson distribution with 
parameter λ and X  be the sample mean.  
  (i) Find the Cramer-Rao lower bound for the variance of unbiased estimators 
of λ.   
  (ii) Is X  an efficient estimator of λ? 
[30 marks] 
 
 (c) Let 1 2, ,..., nX X X  represent a random sample from an exponential distribution 
with density function ( ) 1; xf x e− θθ =
θ
, 0 < x < ∞. Find the uniformly minimum 
variance of unbiased estimator (UMVUE) of θ. 
[20 marks] 
 
 (d) Assume that 1 2, ,..., nX X X  is a random sample of size n from a gamma, G(3, θ) 
distribution. Based on the sample mean 
1
n
i
i
X X n
=
=∑ , find a 100γ% approximate 
confidence interval for θ when n is large using the central limit theorem. 
[30 marks] 
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3. (a)Biarkan pembolehubah rawak X mempunyai fungsi ketumpatan 
( ) ( ) 1; , xf x x e αα− −λλ α = λα , x > 0, λ > 0, α > 0. Jika α diketahui, cari penganggar 
kebolehjadian maksimum untuk λ berdasarkan sampel rawak saiz n. 
 [20 markah] 
 
(b) Biarkan 1 2, ,..., nX X X  sebagai suatu sampel rawak daripada taburan Poisson 
dengan parameter λ dan X  sebagai min sampel. 
(i) Cari batas bawah Cramer-Rao untuk varians penganggar-penganggar 
saksama λ. 
(ii) Adakah X  penganggar cekap untuk λ? 
 [30 markah] 
 
 (c) Biarkan 1 2, ,..., nX X X  mewakili suatu sampel rawak daripada taburan eksponen 
dengan fungsi ketumpatan ( ) 1; xf x e− θθ =
θ
, 0 < x < ∞. Cari penganggar saksama 
bervarians minimum secara seragam (PSVMS) untuk θ. 
[20 markah] 
 
(d) Andaikan 1 2, ,..., nX X X  ialah suatu sampel rawak saiz n daripada taburan gama, 
G(3, θ). Berdasarkan min sampel 
1
n
i
i
X X n
=
=∑ , cari selang keyakinan hampiran 
100γ% untuk θ apabila n adalah besar dengan menggunakan teorem had 
memusat.  
 [30 markah]  
 
 
4. (a) Assume that 1 2, ,..., nX X X  is a random sample from the normal, ( )2,N µ σ  
distribution, where µ is unknown. 
  (i) Use the pivotal quantity method to find a 100γ% confidence interval for 
2σ .  
  (ii) Find the expectation of the length of the confidence interval in (i).   
[30 marks] 
 
 (b) Assume that X is a single observation from a distribution with density function, 
( ) ( ); 1f x xθθ = + θ , for 0 < x < 1, where θ > −1. For testing 0 : 0H θ ≤  versus 
1 : 0H θ > , the following test is used: Reject 0H  if X ≥ 
3
4
. Find the power 
function and size of the test. 
[30 marks] 
 
 (c) Assume that 1 2, ,..., nX X X  represent a random sample from the normal, N(0, θ) 
distribution, where θ > 0. Find the most powerful test of size-α to test 
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   0 0:H θ = θ  versus 1 1:H θ = θ , 1 0θ > θ . 
[40 marks] 
 
 
4. (a)  Andaikan bahawa 1 2, ,..., nX X X  ialah suatu sampel rawak daripada taburan  
      normal, ( )2,N µ σ , yang mana µ tidak diketahui. 
  (i) Gunakan kaedah kuantiti pangsian untuk mencari suatu selang keyakinan  
            100γ% bagi 2σ . 
 (ii) Cari jangkaan panjang selang keyakinan dalam (i).  
[30 markah] 
 
 (b) Andaikan bahawa X ialah suatu cerapan tunggal daripada taburan dengan fungsi 
ketumpatan ( ) ( ); 1f x xθθ = + θ , bagi 0 < x < 1, yang mana θ > −1. Untuk menguji 
0 : 0H θ ≤  lawan 1 : 0H θ > , ujian berikut digunakan: Tolak 0H  jika X ≥ 
3
4
. Cari 
fungsi kuasa dan saiz ujian tersebut.   
[30 markah] 
 
 (c) Andaikan bahawa 1 2, ,..., nX X X  mewakili suatu sampel rawak daripada taburan 
normal, N(0, θ), yang mana θ > 0. Cari ujian paling berkuasa saiz-α untuk 
menguji 
   0 0:H θ = θ  lawan 1 1:H θ = θ , 1 0θ > θ . 
[40 markah] 
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